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Problem A.7

Prove the triangle inequality: ‖ (|α〉+ |β〉) ‖ ≤ ‖α‖+ ‖β‖.

Solution

Use the same strategy as in Problem A.5: Set |γ〉 = |α〉+ |β〉 and maybe use the fact that
〈γ | γ〉 ≥ 0 later. Note that for a complex number z, z + z∗ = 2Re z and Re z ≤ |z|.

‖ (|α〉+ |β〉) ‖2 = ‖γ‖2

= 〈γ | γ〉

= 〈γ|
(
|α〉+ |β〉

)
= 〈γ |α〉+ 〈γ |β〉

= 〈α | γ〉∗ + 〈β | γ〉∗

=

[
〈α|
(
|α〉+ |β〉

)]∗
+

[
〈β|
(
|α〉+ |β〉

)]∗
=

(
〈α |α〉+ 〈α |β〉

)∗
+

(
〈β |α〉+ 〈β |β〉

)∗

= 〈α |α〉∗ + 〈α |β〉∗ + 〈β |α〉∗ + 〈β |β〉∗

= 〈α |α〉+ 〈α |β〉∗ + 〈α |β〉+ 〈β |β〉

= 〈α |α〉+ 2Re 〈α |β〉+ 〈β |β〉

≤ 〈α |α〉+ 2|〈α |β〉|+ 〈β |β〉

≤ 〈α |α〉+ 2
√
〈α |α〉

√
〈β |β〉+ 〈β |β〉 (Schwarz Ineq.)

= ‖α‖2 + 2‖α‖‖β‖+ ‖β‖2

= (‖α‖+ ‖β‖)2

Therefore,
‖ (|α〉+ |β〉) ‖2 ≤ (‖α‖+ ‖β‖)2,

or taking the square root of both sides,

‖ (|α〉+ |β〉) ‖ ≤ ‖α‖+ ‖β‖.
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